
Chapter 5

科科科學學學數數數值值值運運運算算算：：：簡簡簡易易易數數數值值值模模模擬擬擬

5.1 課課課程程程大大大綱綱綱

5.2 Scilab 的的的 function

Scilab 有兩種指令定義 function，一種是利用 online definition 指令 deff ，另

一種則是利用 function ⋅ ⋅ ⋅ endfunction 來宣告自定義函數。

5.3 deff

deff( ’[s1, s2, ...] = function-name(v1, v2, ...)’, [’statement1’,...

’statement1’, ...] , ’opt’ )

s1，s2 為輸出變數，v1，v2 為輸入變數，描述輸出變數與輸入變數函數關係的

方程式以字串陣列的形式出現後頭。 opt 決定這格函數要不要被 compiled（預設是

要，’n’）。

deff ( ’[sc, sine, cosine]=sinusoidal(theta)’,...

[’sine=sin(theta)’,’cosine=cos(theta)’,’sc=sine.*cosine’] );

[a1 a2 a3]=sinusoidal(1:0.25*%pi:%pi) [Enter]

a3 = 0.5403023 - 0.2129584 - 0.8414710

a2 = 0.8414710 0.9770613 0.5403023

a1 = 0.4546487 - 0.2080734 - 0.4546487

在 Scilab 中三個連續 dot （...） 可以接續隔行敘述。
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CHAPTER 5. 科學數值運算：簡易數值模擬 5.4. FUNCTION

5.4 function

function [s1, s2, ...] = function-name(v1, v2, ...)

statement1

statement2 ...

endfunction

使用方式與 deff 雷同。比較複雜的函數建議使用 function 來宣告，如此程式

碼讀起來比較不那麼吃力。

function [sc, sine, cosine] = sinusoidal(theta)

sine = sin(theta)

cosine = cosn(theta)

sc= sine.*cosine

endfuction

5.5 global 與與與 local 變變變數數數

在函數內部宣告的變數叫做 local 變數，在呼叫函數的時候才會被創造出來，對函

數進行 debug 時可以利用 resume 或是 return 指令取得 local 變數的值。至於在函

數外主程式任意地方宣告的變數都是 global 變數，可以讓函數內部呼叫並進行存取。

--> a=100 ; global b, b=100 ;

--> deff (’y1=fun1(x1)’, [’y1=a*x1’, ’a = 50’] );

--> fun1(1), a

ans = 100

a = 100

--> deff (’y1=fun2(x1)’, [’a = 50’, ’y1=a*x1’ ]);

--> fun2(1), a

ans= 50

a= 50

--> deff (’y1=fun3(x1)’, [’global’,’b = 50’, ’y1=b*x1’ ]);

--> fun3(1), b

ans = 50

b = 50

--> b=100; deff (’y1=fun4(x1)’, [’global b’, ’y1=b*x1’, ’b=50’ ]);

--> fun4(1), b

40



CHAPTER 5. 科學數值運算：簡易數值模擬 5.6. 迭代運算

ans = 100

b=50

順道一提，要知道 Scilab 當前存在的變數可以使用 browsevar 呼叫 GUI 選單

來看。要調整變數儲存的上限可以使用 stacksize 指令變更 stack 的上下限。

5.6 迭迭迭代代代運運運算算算

當我們想解決 x = tanx 這類非線性方程式的時候，可以透過重複的迭代過程得

到近似解；比方說透過 x1 = const, xn = tanxn−1，當 n 越來越大的時候，得到出

來的 xn 值會越來越接近真正的解。我們可以利用 while 或者 for + if 求出近似

解。

nonlinear eq. root Scilab code

function result=tanx(x)

result=tan(x);

endfunction

x=1; n=0;

while abs(tanx(x)-x)>10ˆ-6, x=tanx(x); n=n+1; end;

result:

x = 0.0045128

n = 2003.

5.7 河河河內內內塔塔塔

河內塔問題 （有 a,b,c 三根桿子，a 桿上有 n 個由小至大堆放的圓盤，每次只能

移動一個圓盤，小的圓盤只能放在大的圓盤上，試求將所有圓盤由 a 桿移至 c 桿的操

作過程）透過 function 的遞迴運算（相當於依賴某個特定終止條件的多重迴圈）可

以容易得出求解步驟。

參考 Fig. 5.1 ，我們將 a 桿上的盤子分為上半部與最末盤，將上半部移至 b 桿，

最磨盤移至 c 桿，最後在將上半部移入 c 桿即完成搬動過程。移動上半部複數個圓盤

的步驟會利用到迭代，在同一個 function 中呼叫 function 本身。
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a b c

step1

step2

step3

Figure 5.1: hanoi 塔遞迴解法

hanoi Scilab code

height=input(’height?’);

a=’a’;b=’b’;c=’c’;

function hornai(n,a,b,c)

if n==1 then

printf(’move sheet %u from column %s to %s.\n’,n,a,c);

//終止條件

else

hornai(n-1,a,c,b);// step 1

printf(’move sheet %u from column %s to %s.\n’,n,a,c);// step2

hornai(n-1,b,a,c);// step3

end;

endfunction

hornai(height,a,b,c)

result:

height? 4
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move sheet 1 from column a to b.

move sheet 2 from column a to c.

move sheet 1 from column b to c.

move sheet 3 from column a to b.

move sheet 1 from column c to a.

move sheet 2 from column c to b.

move sheet 1 from column a to b.

move sheet 4 from column a to c.

move sheet 1 from column b to c.

move sheet 2 from column b to a.

move sheet 1 from column c to a.

move sheet 3 from column b to c.

move sheet 1 from column a to b.

move sheet 2 from column a to c.

move sheet 1 from column b to c.

5.8 物物物理理理問問問題題題模模模擬擬擬範範範例例例

考慮一個自由下墜的銅球，假設這個球除了重力之外，還受到空氣的黏滯力作

用。先假設黏滯力與速度 v 成平方正比，則球的運動方程式可寫為：

m
dv

dt
= mg − v2 (5.1)

 為黏滯係數。我們知道這個微分其實就是

lim
Δt→∞

v(t+ Δt)− v(t)

Δt
(5.2)

我們可以把運動方程式離散化（將 Δt 取為足夠小的數，比方說 Δt = 1�s），

m
vi+1 − vi

Δt
= mg − v2

i (5.3)

設定任意的起始值 vi，則經過 Δt 後的速度變為

vi+1 = vi +

(
g − v2

i

m

)
Δt (5.4)

重複進行迭代以後我們可以算出一系列間隔 1� s 的 v 值存在某個陣列裡，在透過適

當地縮放指標釋回另外計算的單位即完成模擬。
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free fallnig Scilab code

// constant table

gvy=9.8; // m/s

mass=1; // kg

gamm=1; // kg/m

order=0;

v0=0; // m/s

simu_times=10; // 10ˆ(order) sec

sample_point=5000;

dt=simu_times/sample_point*10ˆ(order); // *10ˆ-3

// equation

function [vlcty]=dynamic(v_initial ),

vlcty=v_initial+(gvy-gamm*v_initial/mass)*dt;

endfunction

// create velicity array

vlctyarray=zeros(1,sample_point);

vlctyarray(1)=v0;

// calculation

for i=1:sample_point-1,

vlctyarray(i+1)=dynamic(vlctyarray(i));

end;

// plotting

t=[1:sample_point];

t_scale=(t-1)/sample_point*simu_times*10ˆ(order);

plot(t_scale,err_step./vlctyarray_analytic);
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輸出結果為 Fig. 5.2。我們可以變動參數看出方程式的特性，比方說設定不同的

初始速度進行模擬，可以輕易看出黏滯造成的終端速度效果。或者試著改變  的冪

次，觀察終端速度受此項系數之影響。

for v0=0:20,

vlctyarray(1)=v0;

for i=1:sample_point-1,

vlctyarray(i+1)=dynamic(vlctyarray(i));

end;

plot(t_scale,vlctyarray);

end;

Figure 5.2: 取  = 1 前十秒模擬結果

Figure 5.3: 終端速度
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5.9 Runge-Kutta 法法法

上面的例子採用的 Eular 法在面對一些沒有穩態解的方程時會產生相當大的

誤差。事實上，以數值方法求解微分方程比較常用的還是四階 Runge-Kutta 法

（RK4）。假設你的微分方程可以寫成 dy/dt = f(t, x)，則

yi+1 = yi +
Δt

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

ti+1 = ti + Δt

k1 = f (ti, yi)

k2 = f

(
ti +

Δt

2
, yi +

Δt

2
k1

)
k3 = f

(
ti +

Δt

2
, yi +

Δt

2
k2

)
k4 = f (ti + Δt, yi + Δtk4)

(5.5)

詳細的推導不屬於這門課的內容，有興趣的同學請自行參閱附錄或者有關

數值分析的教科書（或是參考 http://math.fullerton.edu/mathews/n2003/

RungeKuttaMod.html）。RK4 透過計算數次微分值，藉由加權平均取得誤差極小

的預測值。其加權係數透過一組未知數多於變數聯立方程式算出，係數組合不只一

種，這裡介紹的是相當常用的一組。

RK4 Scilab code

function [deri_y]=deri(v,t)

deri_y=(gvy-gamm*v_initial/mass);

endfunction

function [vlcty]=dynamicRK4(v_initial,t),

k1=dt*deri(v_initial,t);

k2=dt*deri(v_initial+k1/2,t+dt/2);

k3=dt*deri(v_initial+k2/2,t+dt/2);

k4=dt*deri(v_initial+k2,t+dt);

vlcty=v_initial+k1/6+k2/3+k3/3+k4/6;

endfunction;

5.10 聯聯聯立立立差差差分分分法法法

求解高階的微分方程時，也可以使用差分法來作。展開 yi+1, yi, yi−1 的泰勒級數
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Figure 5.4: y(t) = − sin t+ 2t/�

可以得到：

dyi
dt

=
yi+1 − yi−1

2ℎ
+O(ℎ3) (5.6)

d2yi
dt2

=
yi+1 − 2yi + yi−1

ℎ2
+O(ℎ4) (5.7)

(5.8)

這基本上是一個二階近似的方法。假設我們今天想知道下列微分方程的解：

d2y

dt2
= sin t, y(0) = 0, y(�) = 2 (5.9)

若取時間間隔為 h，則有

1

ℎ2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−2 1 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 0

1 −2 1 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0

0
. . .

. . .
. . .

...

...
. . .

. . .
. . . 0

0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 1 −2 1

0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 1 −2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

y(ℎ)

y(2ℎ)

...

y(2− 2ℎ)

y(2− ℎ)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

sin(ℎ)− y(0)/ℎ2

sin(ℎ)

...

sin(2− ℎ)

sin(� − 2ℎ)− y(�)/ℎ2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
左邊的矩陣共有 �/ℎ 階。這個微分方程兩邊直接對 t 積分，代入邊界條件後即得

y(t) = − sin t + 2t/� ； Fig. (5.4) 中的離散點代表不同 ℎ 下聯立差分法的計算結

果，我們可以發現，當 ℎ 取的越小，數值解的結果也越準確。

5.11 預預預習習習報報報告告告

研讀 Scilab 的 help manual，挑選四至五個指令進行報告（由助教於前一週指

派）。
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A 代代代數數數運運運算算算

diff, poly, factors, horner, intg

B 三三三維維維繪繪繪圖圖圖

plot3d, eval3dp, genfac3d

C 音音音效效效處處處理理理

analyze, soundsec, wavewrite, waveread, playsound

D logic & data type

boolean, comparision, format, type

D Symbols

quote, star, slash, backslash, dot, percent

E simple GUI

progressbar, waitbar, x chooses, x chooses, x mdialog, eval

F structure

list, mlist, hypermatrices

G 一一一般般般繪繪繪圖圖圖

plot, LineSpec, plot2d

H 其其其他他他繪繪繪圖圖圖

contour, countour2d, Matplot, polarplot

5.12 實實實習習習報報報告告告

利用 Scilab 模擬實際的物理問題。 這個實習報告相當於一個小型專題研究，利

用本學期的 Scilab 學習經驗來處理一些特別適合電腦數值求解或是需要繁複運算的

物理問題。模擬的方式以講義教授的單步法為主，線性問題有解析解者可以利用一階

Euler 法進行數值模擬，與解析解相比較，分析誤差。非線線問題或者嫌解析解麻煩
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Figure 5.5: 耦合振子對

的人請分別以 Euler 法與四階 Runge-Kutta 法進行數值模擬並比較兩者的差異（先

用個簡單的例子測試你的 Runge-Kutta 法的誤差階數）。

報報報告告告規規規定定定與與與相相相關關關說說說明明明

書面報告期限為四週，另需於第七週進行口頭報告，若是採用助教設計的題目，

必須在口頭報告的時候完成指該題目指定的模擬數據，繳交書面報告的時候可以加上

更深入的模擬與問題討論。口頭報告的部份相當於調控進度的關卡，你可以在這個時

候提出你在研究時遇到的困難並規劃後續還有哪些可以做的有趣延伸，在口頭報告時

其餘組別以及助教給予的建議可以幫助你更好的完成這個 project 。

單單單擺擺擺

不做小角度近似的單擺運動方程（你可以利用泰勒展開將 sin � 展開成冪級數

取更高階的近似，注意 � 取值的範圍。可參考 MIT OpenCourse 課號 12.006J /

18.353J / 2.050J fall2006 的 Nonlinear Dynamics I: Chaos Lecture Notes 中有

關 Pendulum 的內容。 如果你覺得這個題目太簡單，可以再挑戰看看 Parametric

Oscillator 的模擬（同樣可以在前述的 Lecture Note 中找到相關的方程式推導 ，或

是以Mathieu equation 為關鍵字進行在網路上找資料），換言之也就是研究重力視

為時間的函數時，單擺的運動會有何種改變。 額外挑戰後者可延後書面報告三至四

週，待助教審定選擇此主題組別提出的進度規劃而定。

Synchronization

參考 Fig. 5.5 中受到弱耦合作用的簡諧振子對，假設耦合因子包含阻尼作用

ẍ1 = −!2
1x1 − �(x1 − x2)− 1ẋ1 + r(ẋ1 − ẋ2) (5.10)

ẍ2 = −!2
2x1 − �(x2 − x1)− 2ẋ2 + r(ẋ2 − ẋ1) (5.11)
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其中 �≪ !2
1 ≈ !2 ， !2

1 − !2
2 ≪ � 以及 ∣1 − 2∣ ≪ r 。

先試著作 r = 0 的情況，繪出 x1, x2, (x1 + x2), (x1 − x2) 的變化。接著作

r ∕= 0 的狀況，試著模擬出兩個振子同步化的狀態。

接著考慮大量振子的同步化情形。簡化起見，我們可以假設每個振子的固有振盪

頻率都是 ! ，但是每個振子的起始位置 xi(0) 都不同：

ẍi = !2
i x1 − ẋi − �xi − r

∑
j ∕=i

(xi − xj), for i = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅N (5.12)

你也可模擬兩群或者多群具有不同的震盪頻率與耦合阻尼的振子彼此交互作用的

情況。

如果你還覺得不過癮，可以試試用 Kuramoto model 來模擬同步化現象

∂�i
∂t

= !i +
K

N

N∑
j=1

sin(�j − �i) (5.13)

試著做出如同 http://www.ffn.ub.es/˜albert/applets/Kuramoto.html

這個 Java 動畫的效果。

砲砲砲彈彈彈投投投擲擲擲問問問題題題

考慮空氣阻力的影響（如前面的例子），假設你被敵人攻擊，你知道攻擊你的砲

彈速度以及砲彈著地的俯角，請推算出敵人與你的相對位置關係。你可以自由假設各

種可能影響到砲彈運動的因素。

比方說，我們是根據砲彈轟炸後地面坑洞的形狀來估算其速度與著地俯角，必然

會有一定的誤差值，我們可以利用數值運算的特點進行初始條件的 variation （設

v0−�v ≤ v ≤ v0 +�v ， �0−�� ≤ � ≤ �0 +�� ，它們可以是 uniform distribution

，或是一個 Gaussian distribution 或是任何你覺得合理的分佈函數），在二維平面

上算得的落點就會是敵方飛彈可能部屬的區域，模擬落點越密集的區域就是我們的攻

擊目標。

同樣地我們可以假設空氣阻力係數  是高度的函數（比方說有些飛彈會從對流

層進入平流層的高度巡航，先不考慮飛彈導航控制，單純假設 ℎ ≤ ℎ0,  = 1 ，

ℎ > ℎ0,  = 2 即可），那麼進行模擬的時候就必須增加一個判別區塊來切換  值；

你也可以試看看若是  有隨機擾動的時候如  = (1 + k ∗ rand(1))0 會不會產生類

似亂流的效果，影響飛彈射程。如果你模擬的尺度較大，把科氏力一併考慮進來也無

妨。

模模模擬擬擬退退退火火火

假設二維平面上有 N 個原子，彼此的位能與距離 rij = ∣ri − rj ∣ 有關
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E(r) E(r')

E(r') - E(r)

< 0

Accept E(r')

> 0

1

P( E(r')-E(r) )

rand()

accept

deny

Monte Carlo

deny

R=kT

T&

decreasing T

T = aT

T = T/(1 + bT)

iteration

T 0

finish
E reach minimum.
T approx. zero

R decreased

R unchaged

Figure 5.6: 模擬退火法

Vij ∝ (1− e−a(r−re))2 (5.14)

此即 morse potential ，當 r = re 時有最小值， a 為位能井的寬度。

若總位能最小時系統能保持穩定結構，我們可以透過模擬退火法（simulated

annealing, SA）來預測可能存在的原子空間分佈。模擬退火法與 Monte Carlo 法最

大的差異在於模擬退火法在判定隨機產生的微擾解 Ei+1 = Ei + � 是否可接受時，

利用了統計力學的機率分佈 P (�) ∝ exp(−�/kT ) ； T 即溫度，可視為粒子動能，

影響了下個時刻微擾解可能發生的區間大小。當我們利用隨機數緩慢改變當前的解來

逼近最佳解的時候，模擬退火法的特性使它能收斂於全局最佳解 （若是使用一般的

Greedy 算法，遇到 Ei+1 < Ei 才接受 Ei+1 為新的解，不見得能找出最佳解）。

模擬的步驟如下（參考 Fig. 5.6）：

1. 先計算總能量 E =
∑
i,j Vij 。設定一個 T 值

2. 隨機選取數個粒子，將粒子座標改為 r′ = r + rand() ∗ kT ，計算 � =

E(r′)− E(r)

3. 若 � < 0 則接受這個微擾解，若 � > 0 ，則根據 P (�) ∝ exp(−�/kT ) 來決定

要不要接受這個解。若是不接受新解，則返回前一步。基本可以利用

e−�k
′T ≈ 1− �k′T < rand() (5.15)

作為新解接受與否的判別式。其中 rand() 為 0 至 1 間均勻分佈的隨機變數 。
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Figure 5.7: 降溫過程分鏡圖

Figure 5.8: 降溫過程對應到的位能變化

4. 判斷是否要降溫。通常有兩種方式來降低 T:

T ′ = aT, 0.8 < a < 0.99 (5.16)

T ′ =
T

1 + bT
, b ≪ 1 (5.17)

你可以在同一個溫度反覆找尋最適解，或者透過多次升降溫來搜尋全局可能的

極值；初始溫度必須夠大，才有辦法移動到任何狀態。

5. 透過迭代降溫的過程，試著改變升降溫的條件，嘗試不同的比例常數 k′ 來調整

你的模擬退火過程

即便模擬退火法受初始解的干擾小，為了分析你的程式效能以及調整參數，可

以先用同一個初始條件先抓出 Ei 範圍，試試不同 order 的 k′ 對收斂速度的影

響。Fig. 5.7 是取 re = 1 ，前 54 個降溫過程的原子分佈圖，對應的總能量曲線為
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Figure 5.9: 低溫穩定結構

Fig. 5.8。稍微調整退火過程（動態調整隨機選取原子數，越接近低溫取的原子數越

少），反覆加熱淬火兩次，大約計算到第兩百個 Ei （不包含計算中捨棄的 Ei）時可

觀察到最密堆積的狀態 Fig. 5.9（程式中有設定邊界使邊界外的原子只能單向往內移

動），也可觀察到若干瑕疵。

當你建立整個模擬系統之後，可以試著利用不同的位能公式，混入不同種類的原

子或是加上邊界條件來模擬不同的情形。

這個題目可以應用在 nano particle 的 self-assembling 模擬，如何控制溶劑，利

用化學位能或者電位能使奈米小球的排成規律的形狀是個相當有趣的問題。

N 體體體運運運動動動

與模擬退火的題目相仿，我們希望同學們模擬二維空間多個物體的交互作用。與

模擬退火不同的地方在於，粒子的運動並不帶隨機性，由彼此的力的作用產生的加速

度來決定，移動的方向與量皆根據上個時刻物體位置所決定（若為帶電粒子則受庫倫

力作用，若為帶質量的物體則受萬有引力作用）。在固定的初始條件與邊界條件下，

可能有穩定解，也可能是一個複雜的非線性問題（三體運動便是一個看似簡單卻又十

分複雜的例子）。天體力學方面你可以找一些經典的特解配合高精度的數值運算來展

示；若是想模擬帶電粒子則可以加入特殊形狀的電場分佈以及不同類型的正負電離子

來研究。

二二二維維維沙沙沙堆堆堆模模模型型型

建立一個二維矩陣，矩陣元素的值就代表該位置的沙粒數目（或者說是高度）。

大家般應該都看過沙漏裡的沙錐在不斷添加新沙子上去時，重複崩塌又恢復平衡的過

程。我們可以透一些特定的迭代步驟來模擬這個現象：

Figure 5.10: 沙堆模型
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1. 在二維平面的某個固定點添加一粒沙，讓該點座標對應到矩陣元素值加一（增

加了高度）

2. 分析矩陣相鄰點的斜率，我們可以設定當兩點的差值大於某個定值時（靜摩擦

力的極限）發生崩塌，此時處於不穩定高處的沙粒將以預先設定的機率分佈異

動到相鄰的座標上，使相鄰點的元素值增加。

3. 反覆操作上個步驟直到系統達到穩定。

4. 再加上一粒沙，重複整個循環。

在製造沙堆的過程中，你會觀察到某些時候微量的變化只會造成局不的細微差

異，某些時候卻可能造成雪崩效應。你可以試著從多次隨機試驗中歸納出穩定與不穩

定的分界點為何，比方說你可以將每粒沙的高度定義成位能，討論系統總能量與維持

穩定的條件，找出你定義的崩落規則如何觸發系統能量落入局部極值。

若是隨機選取二維平面上的部份區域進行添加新沙粒，則模擬出的沙堆不見得會

呈現單一錐形；我們也可以定義一種黏著劑，與沙粒交替傾倒在沙堆上，黏著劑可以

使該區域形成沙柱，擁有較低的崩落機率，模擬結果可能出現有如鐘乳石般的高低分

佈。

舉個簡單的例子，我們可以用一種簡單的方法做出鐘乳石洞：

1. 隨機搜在二維平面上選取 N 點

2. 找出 N 點中數值（高度）最低的一點（或者一定的比率，比方說取 N/10）

3. 令該點的值減 2 ，該點鄰格的值減 1

4. 重複上述步驟

54



CHAPTER 5. 科學數值運算：簡易數值模擬 5.12. 實習報告

Figure 5.11: 彷鐘乳石面

Figure 5.12: 無比例示意圖，曲面朝向入射光

所得到的最終矩陣用 Matplot 繪製出來便有鐘乳石洞的味道 Fig. 5.11。 沙堆模

型的理論你可以利用 Bak–Tang–Wiesenfeld sandpile 作為關鍵字進行資料搜尋。

透透透鏡鏡鏡像像像差差差

以前在討論透鏡焦距的時候，通常假設透鏡的厚度趨近於零，所以在計算上平行

光總可以聚焦到同一個平面上。今天考慮一個如 Fig. 5.12 的平凸玻璃球面透鏡，試

著以折射定律 ni sin �i = no sin �o 計算數條平行光通過透鏡，折射兩次以後與光軸

相交的位置；每條模擬光線的間距相等時，可以看成是均勻入射的平行光，請觀察光

線在光軸交會處的疏密程度，把分佈曲線畫出來，利用你知道的統計方法訂出你認為

的焦點應該在哪個位置（劃分區間取最大值，直接平均或者是其他的方法）。

接著將透鏡反放如 Fig. 5.13，重複前述行為，訂出等效焦點。接著我們就可以來

研究利用厚凸透鏡來進行縮擴光束時可能面臨的問題。分析 Fig. 5.14 的四種排列組

合（為了方便比較可以先把擴束比設為一，也就是兩個透鏡曲率相同），以輸出光束

的平行度（請自行合理定義）來說明哪種架構縮放光束時效果最好？

同樣地你可以分析凹透鏡的焦點。當你以後有機會在光學實驗室架設低功率的

telescope 時你就可以應用這次模擬的結果來決定平凸透鏡（假設兩面都鍍了抗反射
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Figure 5.13: 無比例示意圖，平面朝向入射光

Figure 5.14: 無比例示意圖，四種可能的排列方式

途層）究竟哪一面要朝向入射光。

除了球面鏡的模擬以外，你可以試看看橢圓面以及雙曲面的效果又是如何；試著

將 snell law 展開：

ni sin �i = ni

(
�i −

1

3!
�3
i +

1

5!
�5
i − ⋅ ⋅ ⋅

)
= ni

(
�o −

1

3!
�3
o +

1

5!
�5
o − ⋅ ⋅ ⋅

)
(5.18)

取一階近似便相當於近軸光學，把你的模擬程式的計算核心改成 ni�i = no�o，試

著分析平行入射光線與光軸的距離 ℎ 和透鏡曲率 R 的比值 ℎ/R 在什麼範圍可以用一

階近似來替換原先 snell law （定義一個最大的容許誤差）。

這個題目用到的公式很簡單，手繪計算幾條線就可以大致猜到結論。如何教會電

腦程式幫你處理有固定規則的大量運算才是重點。

如果你覺得這個還不夠過癮的話，就是試著作斜向入射的分析（入射光與光軸

有一定的夾角），或者乾脆考慮三維的實際情況，如果兩個 dimesion 的等效焦距

有些為差距的話那光束截面會有什麼變化？賦予每條入射光束一個權重，此權重與

exp[−ℎ2] 成正比，分析權重隨整束光線行進的變化等等 ...。

漸漸漸變變變折折折射射射率率率層層層

與透鏡像差的題目類似，你必須寫一個能夠計算折射偏向角的模擬程式。唯一不

同的地方在於：上一題可以只針對特定的介面（光線進透鏡，出透鏡）計算偏向角，
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Figure 5.15: 光線在漸變折射率層中傳播

Figure 5.16: GRIN lens

這個題目卻需要計算大量的介面折射 （參考 Fig. 5.15），折射率漸變層的折射率是

ℎ 與 z 的函數，你最好讓入射光每走 Δz 便重新計算一次光線與光軸的夾角 � 與位

置 ℎ ，你設定的間距 Δz 越小，光線在折射率漸變層中的軌跡越平滑。

完成主程式以後，試著變更折射率漸變層的函數 n(z, ℎ) 以及邊界形狀；考慮實際

的情況來計算海市蜃樓的發生條件與相關參數（假設空氣是溫度的函數，溫度又受到

高度影響）。

最後你可以思考有關 Gradient Index （GRIN）lens 的問題。參考 Fig. 5.16 ，

假設折射率 n ∝ 1/ℎ2 ，那麼這個平行放置的折射率漸變層（柱狀）可以當成透鏡來

使用。試著計算這類透鏡的焦點（平行光會不會在聚在同一個平面？）；不同柱狀
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GRIN 透鏡的焦距取決於厚度，找出厚度與焦距的關係。

ni sin �i = ni

(
�i −

1

3!
�3
i +

1

5!
�5
i − ⋅ ⋅ ⋅

)
= ni

(
�o −

1

3!
�3
o +

1

5!
�5
o − ⋅ ⋅ ⋅

)
(5.19)

RC 震震震盪盪盪電電電路路路

Vc(t) = Vin sin(!t)−RC dVc
dt

(5.20)

這個方程式描述了理想電容與理想電阻串聯後加上AC 交流電源驅動後電容電

壓的變化趨勢。你可以試著代入不同的 ! 觀察 Vc 的變化，也可以試著把代表 AC

source 的 sin(!t) 換成一個 step function 來觀察系統的暫態響應，也可以試著放入

一些週期或非週期函數得到對應的電容電壓波形。

這個題目有很多變化，你可以把電容換成電感，可以觀察電流波形，電路的形式

可以是串聯或並聯，甚至你可以同時在電路中放入電容與電感（這就變成要處理一個

二階微分方程，你當然也可以把它拆解成兩個一階方程來模擬）。

更進一步的物理講解可以參考 MIT opencourse 課號 6.002 的 Circuits and

Electronics:

http://ocw.mit.edu/OcwWeb/Electrical-Engineering-and-Computer-Science/

6-002Spring-2007/CourseHome/

其中 lecture note 的 Capacitors and first-order systems 與本題有關。 另外，

在許多電路學課本中都可以找到 RLC 電路的講解，Circuits, A . Bruce . Carson

2000 與 Linear and Nonlinear Circuit, Chua, Densor, Kuh 都是易讀且值得參考

的書籍（後者有中文譯本）。

隨隨隨機機機漫漫漫步步步

請參考 wikipedia 的 Random walk 條目。你可以使用 Scilab 的 rand 指令搭配

if 判別式來模擬三維空間中 random walk，並且利用 plot3d 指令繪製三維路徑紀錄

圖（同樣走了 n 步數的最後座標，或者所有樹狀分支，亦即小於 n 步走過的座標也

一併繪出）。同時也請你計算 n 步後最終座標與原點的距離的分佈函數；比方說行數

萬次的 n 步 random模擬以後，距離為 0 至 r 中發生 n0 次，r 至 2r 中發生 n1次，

餘類推，你或許可以得到一個比較圓滑 （視你取的 r 值而定）分佈，把這個模擬得到

分佈畫出來順便求平均值。

你可以藉著改變 if 判別式的條件來製造一個機率不對稱的 random walk ，並觀

察模擬的結果有何不同。
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火火火箭箭箭問問問題題題

F =
dP

dt
=
d(m(t)v)

dt
= T −mg −R (5.21)

T 為火箭推進力（Thrust），R = k�(x)v 為空氣阻力 （air resistance），此處

採取與速度成一次正比是假設低 Renolds numbers 的情況，也就是火箭 v 尚小的情

況；你的模擬中可以讓空氣阻力項在速度相當大的時候切換至與速度的平方成正比，

基本上你可以搜尋相關資料儘量依照現實的情況來設定你的參數，可參考 wikipedia

上 drag 與 Renolds number 條目的說明。

前述方程式可以整理成二階的線性微分方程式（這不是絕對的，端視你的假設而

定）

m(t)
d2x

dt2
+

[
dm

dt
+ k�(x)

]
dx

dt
+m(t)g − T = 0 (5.22)

通常可以假定燃料消耗的速率為定值 dm/dt = −r（只是舉例，只要你覺得合理
就好），空氣的密度函數可以設為 � = �(0) exp[−x/10000 meter] 。利用

dx

dt
= lim

�t→0

x(t+ �t)− x(t− �t)
2�t

(5.23)

d2x

dt2
= lim

�t→0

x(t+ �t)− 2x(t) + x(t− �t)
(�t)2

(5.24)

化簡以後可以得到

x(t+ �t) =
4m(t)x(t)− [2m(t)− �t [r + k�(x)]]x(t− �t)− 2(�t)2[m(t)g − T ]

2m(t) + �t[r + k�(x)]

關於這個假設下的火箭方程式的部份模擬結果與說明可以參考 Computational

Methods in Physics,Chemistry and Biology - An introduction, P.Harrison WI-

LEY 2001。

自自自由由由發發發揮揮揮

自行選定主題以 Scilab 進行數值模擬，請在第六週上課前告之助教你所選擇的題

目並討論，可衡量報告主題的難度讓助教決定是否延後口頭報告的日期（當然你必須

提出足夠的證據說服助教你為什麼需要更多時間模擬，最多可以延長四週。）。與助

教討論的目的在於讓助教事先知道你要報告的內容，在口頭報告才能提問並給予建

議。
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Chapter 6

銑銑銑床床床的的的用用用途途途和和和操操操作作作方方方法法法

6.1 課課課程程程大大大綱綱綱

∙ 銑床的用途和操作講解

∙ 設計圖標示與判讀

6.2 銑銑銑床床床

銑床一般的功用是其利用來做兩個平整的平行面或透過更換加工刀具銑出平整垂

直面。 銑床具備有三個軸向，一般銑床可以用來做很多不同的加工：溝槽切削 (slot

and keyway cutting)，刨工 (planing)，鑽工 (drilling) 與 diesinking, rebating,

routing 。

6.3 預預預習習習報報報告告告

無預習報告。

6.4 實實實習習習報報報告告告

使用銑床在鋁塊上開一個直線型的槽，槽的截面為矩形。 使用帶鋸機裁切鋁塊，

再以銑床將粗糙的切面修平。
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科科科學學學數數數值值值運運運算算算：：：圖圖圖像像像處處處理理理

7.1 課課課程程程大大大綱綱綱

∙ SIVP toolbox

∙ 利用 Scilab 讀取某張 paper 數據曲線，重新繪製並進行曲線套適（示範實

驗）。

7.2 SIVP toolbox

圖檔輸入的部份以未經壓縮的點陣圖格式 .bmp 作為範例（容易修改）。要讓

Scilab 處理圖片資料，除了直接處理該圖片的 binary 檔以外（必須先知道該圖檔格

式對於影像資料的儲存規則），使用別人寫好的 toolbox 來處理更為簡單。

你可從下述網址找到 Scilab 影像處理擴充套件： SIVP toolbox

http://sivp.sourceforge.net/

安裝完成以後會發現工具上多了 toolboxes 的選項；欲調用 SIVP 指令時必須先

點擊 SIVP-0.5.0 來 load package，指令說明可以從 help manual 中找到。

7.3 imread, imwrite

<matrix name> = imread(<filename>)

imread(<matrix name>,<filename>)

<matrix name> 是一個 M × N × 3 的矩陣，第 M 列第 N 行處像素的 Red,

Green, Blue 分量分別儲存在 (M,N,1), (M,N,2) 與 （M,N,3） 中（若為灰階圖則為

M×N× 1 之矩陣）
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7.4 點點點陣陣陣圖圖圖轉轉轉換換換

Figure 7.1: 取自 PRL 8,21 (1962) ，欲處理成資料點進行套適的原圖

以 Phys.Rev.Lett. 8,21 (1962)中一篇有關Maker fringe的數據圖為例（Fig. 7.1），

我已經知道圖中 relative signal Ir 與 rotation angle � 會滿足某個特定的方程式：

Ir = c1sinc (c2 sec �) . (7.1)

如果我們想透過調整 c1, c2 這兩個參數來 fitting 實驗數據，第一步便是先想辦

法將包含數據點的點陣圖透過半手動的方式修改，標定座標軸並將數據點轉回原始資

料。

我們可以這麼作：原始圖檔屬於單色圖檔，我們可以透過小畫家或是GIMP，Paint.NET

之類的影像處理軟體手動在數據點上加上一個 pixel 的標記（或者(0,0,0) 至

(255,255,255) 任何特定的 RGB 值），讓 Scilab 讀入24 bit 修改過後的點陣

圖，透過逐一掃描的方式挑出先前的標示點。舉例來說，我們在數據點上添加

（255,0,0） 的紅點，座標原點與確定兩個方向間隔的軸點則設為 （0,0,255）藍點

（參考 Fig. 7.2）。
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Figure 7.2: 手動修改示意圖，以 24-bit bmp 格式儲存

7.5 Scilab pic reading code

先點選工具列上 Toolboxes 的 SIVP-0.5.0 載入函數。

im1=imread(’shg.bmp’); //shg.bmp 放在 wok directory

count_r=1;

count_axe=1;

length_x=size(im1,2); //讀取圖檔長寬

length_y=size(im1,1);

id1=waitbar(’analyze..’); // 加入 waitbar 監控掃描進度

for i =1:length_y,

waitbar(i/length_y,id1);

for j =1:length_x,

// 抓 Red pixel 位置

if (im1(i,j,1)==255)&(im1(i,j,2)==0)&(im1(i,j,3)==0) then

reddata(2,count_r)=length_y-i; // y

reddata(1,count_r)=j; // x

count_r=count_r+1;

// 抓 blue pixel 位置

elseif (im1(i,j,1)== 0)&(im1(i,j,2)==0)&(im1(i,j,3)==255) then

axedata(2,count_axe)=length_y-i;

axedata(1,count_axe)=j;

count_axe=count_axe+1;

end;
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end;

end;

xscale=2; //degree (x-axe) 每格代表之值

yscale=2; //ratio (y-axe) 每格代表之值

ydiv=(axedata(2,1)-axedata(2,2))/10; // y 軸每格有 ydiv 個 pixel

xdiv=(axedata(1,3)-axedata(1,2))/20; // x 軸每格有 xdiv 個 pixel

// 依照取得的座標點將數據由 pixel rescale 成實際單位

reddata(1,:)=(reddata(1,:)-axedata(1,2))/xdiv*xscale;

reddata(2,:)=(reddata(2,:)-axedata(2,2))/ydiv*yscale;

winclose(id1);

由此取得的數據點為 Fig. 7.3

i=1:size(reddata,2);

plot(reddata(1,i),reddata(2,i),’o’);

Figure 7.3: 載入 shg.bmp 轉出的重製的原始數據
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7.6 曲曲曲線線線套套套適適適

我們將使用最小平方法來套適實驗數據。首先我們先利用 Scilab 繪出 Ir 這個函

數並觀察該函數特性。

function y=transmission(theta,c1,c2)

temp=sinc(c2*sec(theta));

y=c1*(temp.ˆ2);

endfunction

基本上 c1 與峰值比較有關係， c2 的效果則與 peak 的數目有關聯，這一點可以

藉由代入連續不同的 c2 看出 (Fig. 7.6)：

//plotting

for i =1:9

subplot(3,3,i)

c2=30+3*i;

plot(theta,transmission(theta*%pi/180,100000,c2));

xtitle(’c2=’+string(c2));

end

Figure 7.4: Ir = c1sinc (c2 sec �) 於不同的 c2 值

對照實際數據的 peak 數目與第一個 peak 的振幅可以大致推算出 c1 應該要在

105 的量級， c2 則應該介於 10 至 100 之間。接下來便可以掃描 c1 與 c2 這兩個變

數找出使
∑

(Iexp − Ir)2 最小的 c1, c2 組合 (Fig. 7.5)。

clear var;

data_length=size(reddata,2);
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id2=waitbar(’calculation...’)

c1_int=60000; // c1 自 6*10ˆ4 ˜ 12*10ˆ4

c1_try=100;

c1_incre=600;

c2_int=70; // c2 自 70 ˜ 85

c2_try=100;

c2_incre=0.15;

for j=1:c2_try,

waitbar(j/c2_try,id2);

for i=1:c1_try,

c1=c1_int+c1_incre*i;

c2=c2_int+c2_incre*j;

dif=reddata(2,1:data_length)’-transmission(reddata(1:data_length),c1,c2);

var(i,j)=sum(dif.ˆ2); //計算方差

end

//plot(var(1:100,j))

end

winclose(id2);

xx=(1:c1_try)*c1_incre*i+c1_int;

yy=(1:c2_try)*c2_incre*i+c2_int;

plot3d(1:c1_try,1:c2_try,var);

xtitle(’variance’,’c1=100x+6*10ˆ4’,’c2=0.15y+70’,’var’);

事實上，這組實驗數據並不能很好地符合理論所預測的波形（一方面用來套適的

方程式只是粗略的近似，一方面該實驗數據量測點數不多）該實驗僅止於抓出不同峰

值對應的角度差來算出相干長度（包含在我們方程式的 c2 中），換句話說它可以得

到相當準的 c2 值，而 c1 似乎不夠準確。最後我們以正負十五度以內的數據為準，取

c1 = 110000, c2 = 72.2 作為套適得出的曲線（稍微修改一下前述的 script）。

c1=110000;

c2=72.2;

clear var;

data_length=size(reddata,2);
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Figure 7.5: 找出最低點，該點 c1, c2 值即套適得到的最佳參數

theta=-45:0.05:45;

plot(theta,transmission(theta*%pi/180,c1,c2),’r-’);

i=1:size(reddata,2);

plot(reddata(1,i),reddata(2,i),’.’);

Figure 7.6: 原始數據點加上套適曲線

7.7 預預預習習習報報報告告告

無。
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7.8 實實實習習習報報報告告告

無。
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Chapter 8

車車車床床床用用用途途途和和和操操操作作作方方方法法法

8.1 課課課程程程大大大綱綱綱

∙ 車床的用途與操作講解

∙ 游標卡尺測量

8.2 車車車床床床

車床是一種將加工物固定在一旋轉主軸上加工的工具機。通常用在圓柱型態的工

件加工。一般車床配備各種專用刀具。可完成內外圓加工、鑽孔、車螺紋、切斷車

槽、端面加工、車外圓、鑽中心孔、車孔，鉸孔、車圓錐、車成形面、滾花、盤繞彈

簧等加工程序。

∙ 加工材料

– 比較常用的材料有鋁和不鏽鋼。鋁柱質的較軟，進刀速度可以比較快；不

鏽鋼材質則較為堅硬，車床加工時會造成尖銳的鐵屑，必須注意避開鐵屑

可能噴出的區域以保護自身安全。

∙ 轉速

– 鋁材較軟，可使用較高的切削速度 （2000 至 3000 rpm ） 進行加工。高

切削速度可以產生更加平整的加工端面。

∙ 刀具選用

– 刀具一般以兩點或多點固定在刀具盤上，安裝刀具時需注意刀口與車床的

旋轉方向。

∙ 歸零校正
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–

∙ 刀面移動

8.3 游游游標標標卡卡卡尺尺尺測測測量量量

8.4 預預預習習習報報報告告告

無預習報告。

8.5 實實實習習習報報報告告告

使用車床在鋁質圓柱上開一個環型的槽，槽的截面為矩形。 使用車床製作一個圓

錐體或是鋁杯。
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科科科學學學數數數值值值運運運算算算：：：GUI 介介介面面面與與與進進進

階階階操操操作作作

9.1 課課課程程程大大大綱綱綱

∙ Scilab 的 GUI 語法

∙ 程式碼分析 — 如何得知程式碼的執行時間

9.2 GUI

GUI (Graphical User Interface) 圖形介面是現代計算機上指令列模式以外，一

般使用者與電腦溝通的途徑。圖形介面的意思即是以圖形化的方式有效率地讓使用

者與電腦進行溝通，微軟的 WINDOW 與 LINUX/Unix 上的 X-Windows 都算是

GUI 的應用。將我們寫的程式以 GUI 呈現的好處在於程式可以很快地被他人取用而

不必多加說明，參數的 I/O 與即時調整都可以透過 GUI 類的函數以視窗提示盒的方

式與使用者溝通，也因此我們必須學習一部分 GUI 類型的程式寫作。

要充分運用好圖形介面的功能，先了解以下各個要素:

9.3 建建建立立立視視視窗窗窗

// syntax

// h = figure(’PropertyName1’, Propertyvalue1, ..., ...,

// ’PropertyNameN’, PropertyvalueN);

h = figure(’position’,[10 100 300 400]);
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root(桌面)

figure(視窗)

Axes UI Menus UI Control

Lines Patch Text Image

Figure 9.1: GUI 基本架構

//[10 10 300 300] 代表畫面左上角距離桌面左緣 10 pixel ，上緣 10 pixel

// 視窗寬 300 pixel ，長 400 pixel

h.position=[10 10 500 500];

set(h,’position’,[10 10 200 200])

h.visible =’off’;

set(h,’visible’,’on’);

我們可以透過更改 structure 的方式改變這個視窗的特性（大小，顏色），set

指令也有同樣的效果，你也可以試看看其他的 figure 參數：

figure_size, axes_size, figure_name, color_map, background, visible...

9.4 uicontrol

使用 uicontrol 這個指令可以建立不同的 button 區塊和可以拉動的方塊，大致

有下列這幾種物件可以使用：

∙ PushButton 一般按鈕

∙ RadioButton 選擇按鈕

∙ ToggleButton 雙態按鈕

∙ Checkbox 核取方塊

72



CHAPTER 9. 科學數值運算：GUI 介面與進階操作 9.4. UICONTROL

∙ Edit 文字方塊

∙ Text 靜態文字方塊

∙ Slider 捲軸

∙ Frame 框架

∙ Listbox 選擇表單

∙ Popupmenu 下拉式選單

uicontrol demo code

// first create the GUI panel

fig=figure(’position’,[10 10 470 500]);

hstop=uicontrol(fig,’style’,’pushbutton’,’string’,...

’START’, ’position’,[10 10 50 50]); // 建立一個一般按鈕

// position 用在 button 上前兩個值代表該方塊與視窗的相對距離

htrig=uicontrol(fig,’style’,’radiobutton’,’Min",0,"Max",1,...

’value’,0.5,"position",[80 10 20 20]);// 建立一個選擇按鈕

hbin=uicontrol(fig,’style’,’radiobutton’,’Min’,0,’Max’,1,’value’,0,...

’position’,[80 40 20 20]);// 建立一個選擇按鈕

hbri=uicontrol(’style’,’slider’,’Min’,1,’Max’,255,’value’,128,...

’position’,[10 70 200 20]);// 建立一個捲軸

hexp=uicontrol(’style’,’slider’,’Min’,1,’Max’,1200,’value’,40,...

’position’,[10 120 200 20]);// 建立一個捲軸

h1=uicontrol(fig, ’style’, ’edit’, ’string’, ’This is an example’,...

’position’, [220 190 150 150], ’fontsize’,15);// 建立一個文字方塊

h2=uicontrol(fig,’style’,’listbox’, ’position’,[220 10 150 160]);

// 建立一個選擇表單

set(h2, ’string’, ’item 1|item 2|item3|item4|item5’);

set(h2, ’value’, [1 3]);// 建立一個下拉式清單
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h3=uicontrol(fig,’style’,’popupmenu’, ’position’, [10 220 100 50]);

set(h3, ’string’, ’item 1|item 2|item3|item4|item5’);

fig.color_map=hotcolormap(128);

fig.background=10;

Figure 9.2: uniontrol demo code 執行結果

9.5 互互互動動動式式式繪繪繪圖圖圖

// 定義被呼叫來繪圖的函數

function myplot();

valuev1=get(v1,’value’);

valuev2=get(v2,’value’);

delete(gca());

if valuev2==1 then

t=0:0.01:5;

cost=cos(t);

plot(t,cost);end

if valuev1==1 then
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t=0:0.01:5;

sint=sin(t);

plot(t,sint);end

endfunction

// 定義figure中的元件

fig=figure(’position’,[10 10 600 500]);

// 製造第一個 checkbox

v1=uicontrol(’style’,’checkbox’,’Min’,0,’Max’,1,’value’,0.5,...

’position’,[80 10 70 20]);

v1.String=’Sine’;

v1.fontsize=15;

// 製造第二個 checkbox

v2=uicontrol(’style’,’checkbox’,’Min’,0,’Max’,1,’value’,0.5,...

’position’,[140 10 90 20]);

v2.String=’Cosine’;

v2.fontsize=15;

a1=newaxes();

a1.axes_bounds=[0,0,1.0,1];

set(v1,’Callback’,’myplot’);// 當v1被選取的時候，執行畫sine圖的功能。

set(v2,’Callback’,’myplot’);// 當v2被選取的時候，執行畫cosine圖的功

能。

9.6 Menus

f=figure(’position’,[50 50 400 400]);

m=uimenu(f,’label’, ’windows’);

//create two items in the menu ’windows’

m1=uimenu(m,’label’, ’operations’);

m2=uimenu(m,’label’, ’quit scilab’, ’callback’, ’exit’);
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Figure 9.3: 互動式繪圖範例

// create a submenu to the item ’operations’

m11=uimenu(m1,’label’, ’new window’, ’callback’,’xselect()’);

m12=uimenu(m1,’label’, ’clear window’, ’callback’,’xbasc()’);

9.7 執執執行行行效效效率率率

想要知道撰寫的 Scilab code效率，可以在程式碼的兩端加上 tic、toc 或 timer

來讀取程式碼執行的時間，精確度可達 100 ns。

--> tic; a=rand(100,100); b=aˆ100; toc

ans = 0.422

--> timer; a=rand(100,100); b=aˆ100; timer

ans = 0.40625

想要即時監控迴圈的執行狀態可以使用 waitbar 這個相當實用的 GUI 工具。

//製造一個名為 winId 的 waitbar ，

winId=waitbar(’This is an example’);

for j=0:0.001:1,
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Figure 9.4: uimenu 指令範例

//計算

value=sin(sin(j))+cos(cos(j));

printf(’The value is %f’,value);

//更新 waitbar，j 為 0～1 的小數

waitbar(j,winId);

end

winclose(winId);

9.8 簡簡簡單單單的的的計計計時時時程程程式式式

透過將 uicontrol 寫成 function ，連結到 pushbutton 的 callback 屬性便能利

用系統的計時函數寫成簡單的 GUI 碼表。

fig=figure(’position’,[50 50 400 400]);

function trigger1()

ticc=tic();

time1=uicontrol(fig,’style’, ’edit’, ’string’, ’set to zero’,...

’position’, [10 10 300 50], ’fontsize’,15);

endfunction

77



CHAPTER 9. 科學數值運算：GUI 介面與進階操作 9.9. 預習報告

function trigger2()

tocc=toc();

time1=uicontrol(fig,’style’, ’edit’, ’string’, string(tocc)+’ sec’,...

’position’, [10 10 300 50], ’fontsize’,15);

endfunction

uicontrol(fig,’style’,’pushbutton’,’position’,[100 100 100 50],...

’string’,’tic’,’callback’,’trigger1’,’fontsize’,20);

uicontrol(fig,’style’,’pushbutton’,’position’,[200 100 100 50],...

’string’,’toc’,’callback’,’trigger2’,’fontsize’,20);

9.9 預預預習習習報報報告告告

利用亂數製造出一個 100 維矩陣，矩陣元素為實數，大小介於 0 至 100 之間，再

以 Scilab 計算其行列式值，並紀錄計算所用的時間（利用 tic 與 toc 或相關指令取

得）。自行撰寫程式計算同一個矩陣的行列式值，同樣紀錄計算時間並與內建函數的

效率作比較。

或者你也可以自行撰寫矩陣相乘程式或者其餘各式運算與內建函數比較效率，要

注意由於電腦的運算速度極快，進行運算的目標不能太簡單（比方說算 A*A 就沒意

思，以內建函數運算回傳的 cputime 通常是零，不如試 A100 或者取 A 為 1000 維

的矩陣），否則比較不出兩者的差異（當然也有可能是你撰寫的程式相當接近最佳化

處理過的內建函數）。

9.10 實實實習習習報報報告告告

在電腦螢幕上開闢三個可移動、可改變大小的視窗，其中第一個視窗以數字顯示

現在的時間，每秒更新一次（或者即時更新）。第二個視窗內含一個按鈕，按下就發

出警告聲（或者播放一段 wav 音樂）。第三個視窗以兩個數字顯示當時滑鼠的座標，

數字隨滑鼠移動更新（你可能會需要用到 xgetmouse 或是 locate 函數）。

再加上以下題目任選一項完成，請配合題目建立一個易於使用 GUI 介面。

9.10.1 質質質數數數表表表

列出小於 100000 的所有質數（任何方法皆可）並輸出成 txt 檔。 你可以輕易地

在網路上找到質數表，寫程式檢驗一下你的程式輸出的質數表是否正確。

http://www.prime-numbers.org/
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Figure 9.5: 以 54 為首項的冰雹數列

9.10.2 字字字元元元統統統計計計

寫一支程式，讀入任意的 txt 英文文檔，輸出每個字母的出現次數並繪出分佈

圖。 英文中出現頻率最高字母大約是 ’ETAOIN SHRDLU’，找一篇長文章輸入你的

程式來驗證這個結論。

9.10.3 冰冰冰雹雹雹數數數列列列

先隨便選擇一個正整數，依照下述規則造出一個數列

∙ 若為偶數，則除以二

∙ 若為奇數，則乘三倍後再加一

舉例來說，若數列的首項是 3，則該數列為 3, 10, 5, 16, 8, 4, 2, 1, 4, 2, 1, 4, 2,

1, ...

事實上，對於 3n+1 問題而言，已知首項小於 1011 的數列最後都會進入4 , 2, 1

的循環。 請將首項小於 1000 之正整數所形成的冰雹數列繪成 2 維分佈圖；舉例而

言，(3, 1)，(3, 2)，(3, 3)，(3, 4)，(3, 5)，(3, 8)，(3, 10)，(3, 16) 就是我們的資

料點，餘者類推。最後將規則中成乘三倍的規則改成乘五倍、七倍看看得到的分佈圖

有何差別。
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Figure 9.6: 以 3n+1 規則繪出的二維分布圖，白區為資料點
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Chapter 10

指指指南南南車車車與與與齒齒齒輪輪輪組組組

10.1 課課課程程程大大大綱綱綱

∙ 機械加工專題說明

∙ 差速器式指南車範例

10.2 機機機械械械加加加工工工專專專題題題

由這禮拜開始將進入機械加工專題的部份。

本週的預習報告主題為：

1. 差速器（Differential）與指南車

2. 行星齒輪組 （epicyclic gear, planetary gear）

3. 傳統變速箱 （transmissions）

4. 離合器 （clutches）

5. CVT (Continuous Variable Transmission)

6. Stirling 引擎

7. 蒸汽機 （或者引擎結構）

8. 傳統機械陀螺儀 （Gyroscope）

其中與汽車結構相關的主題（離合器，變速箱，引擎）可以參考五十年前 GHQ

Army GRC 出版的 Principles of Automotive Vehicles 的內容（或許可以在圖書館

中找到中文譯本）；此書對於基本機械結構的解說淺顯易懂，附有大量參考圖表，更
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可於 Google Book 取得完整的電子檔 （著作權已歸入公共財），要以系上機械工廠

機具重現出書中部份機件的早期設計並非難事。

TM-9-8000 Principles of Automotive Vehicles

http://books.google.com.tw/books?id=OP0XAAAAYAAJ&dq=principles%

20of%20automotive%20vehicles&lr=&pg=PP1#v=onepage&q=&f=false

機械加工專題的題目可依興趣於本週實習報告題目中任取其一進行實物製作。題

材相關者可互相合作，以相容的規格進行製作。比方說變速箱可與離合器，引擎部件

組合；非差速器形式的指南車也可以跨組合作。題目是否可多組協同製作由助教審核

決定。

10.3 參參參考考考資資資料料料

差速器結構與動畫

http://www.khkgears.co.jp/tw/gear_technology/usage_examples.html

差速器動畫

http://auto.howstuffworks.com/differential2.htm

齒輪相關知識

http://www.khkgears.co.jp/tw/gear_technology/guide_info.html

機構學論壇

http://bime-talks.blogspot.com/

10.4 進進進度度度報報報告告告規規規定定定

提出原始設計，針對設計圖與預算制定原料採購企劃書。繪製設計圖，訂定執行

計畫（預算、工時、規格、誤差估計）。

10.5 成成成果果果發發發表表表規規規定定定

展示成品，分析成品效能並評估計畫完成度。

10.6 預預預習習習報報報告告告

根據分派的主題進行報告。

10.7 實實實習習習報報報告告告

無實習報告。
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Chapter 11

簡簡簡易易易科科科學學學數數數值值值運運運算算算: 函函函數數數繪繪繪圖圖圖

11.1 課課課程程程大大大綱綱綱

∙ Scilab 繪圖格式設定

∙ 進階繪圖指令講解

∙ 以非線性映射產生碎型

11.2 基基基本本本繪繪繪圖圖圖操操操作作作

以下我們將以 Guassian beam 為範例來展示 Scilab 的繪圖指令。

E(r, z) = E0
w0

w(z)
exp

(
−r
w2(z)

)
exp

(
−ikz − ik r2

2R(z) + i�(z)

)
,

I(r, z) ∝ ∣E(r, z)∣2 = I0

(
w0

w(z)

)2

exp

(
−2r2

w2(z)

)
,

R(z) = z

[
1 +

(zR
z

)2
]
, w(z) = w0

√
1 +

(
z

zR

)2

, �(z) = arctan

(
z

zR

)
.

11.3 預預預習習習報報報告告告

使用任何程式語言（你可以用上課教過的 Scilab 或 Maxima ，如果有你有正式

授權版的 Matlab 或者 Mathematica 可以用來畫圖我也不反對）做數據繪圖：

1. 用任何方法想辦法畫出地球經線緯線

2. 利用上一題的方法，試著繪製下面給出的任一個極座標下的曲面
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Figure 11.1: 利用指令 plot3d 配合 eval3dp 繪製的球體網格範例，曲面著色與網

格密度可自由控制

11.3.1 Spherical harmonic function

Ylm(�, �) = (−1)l
1

2ll!

√
2l + 1

4�

(l +m)!

(l −m)!
eim�

1

sinm �

dl−m

d(cos �)l−m
sin2l � (11.1)

m 取值的範圍為 −l ≤ m ≤ l。 選擇此題的同學請從 2 ≤ l ≤ 5 ， 1 ≤ m ≤ l 中
選擇一組 (l,m) 進行繪圖，以球極座標依序繪製球諧函數的絕對值 (∣Ylm(�, �)∣, �, �)

，實部 (ℜ{Ylm(�, �)}, �, �) 與虛部 (ℑ{Ylm(�, �)}, �, �) ，figure. 11.2 即繪出了

Y42(�, �)。

或許這條公式看起來很麻煩，但是你可以很容易查到這個函數 l < 10 的化簡結

果，比方說：

http://www.answers.com/topic/table-of-spherical-harmonics

如果你能利用指令 poly，derivat 與簡單的迴圈控制來處理通式中的微分項，

寫出任意階的球諧函數繪圖器，你會得到額外加分。

11.3.2 mobius strip

x(u, v) =
(

1 +
v

2
cos

u

2

)
cosu (11.2)

y(u, v) =
(

1 +
v

2
cos

u

2

)
sinu (11.3)

z(u, v) = 1 +
v

2
sin

u

2
(11.4)

其中 0 ≤ u < 2�，−1 ≤ v ≤ 1 。
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Figure 11.2: Y42(�, �)

Figure 11.3: mobius strip，兩種顏色代表正反面
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Figure 11.4: 從另一個視角看 mobius stripl

11.3.3 wave normal in biaxial crystal

(sin � cos�)2

1/n2 − 1/n2
x

+
(sin � sin�)2

1/n2 − 1/n2
y

+
cos2 �

1/n2 − 1/n2
z

= 0 (11.5)

上式可以化簡成 X2 +BX + C = 0 的形式，其中 X ≡ n−2

B ≡ −(sin � cos�)2

(
1

n2
y

+
1

n2
z

)
− (sin � sin�)2

(
1

n2
x

+
1

n2
z

)
(11.6)

− cos2 �

(
1

n2
x

+
1

n2
y

)
(11.7)

C ≡ (sin � cos�)2

n2
yn

2
z

+
(sin � sin�)2

n2
xn

2
z

+
cos2 �

n2
xn

2
y

(11.8)

帶入不同的 � 與 � 值試著解上述二次式的 n（公式解會算出一個比較大的值，一

個比較小的值）並在三維空間中繪出 (n, �, �) （應該會是類似一個大的曲面包住小曲

面的圖形）。
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Figure 11.5: wave normal in biaxial crystal

Figure 11.6: 由左至右分別為 y- z，x-z 與 x-y 截面，在 x-z 截面可看到兩個曲面的

四個交界點
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11.4 實實實習習習報報報告告告

你可以自由選擇以下任何一個題目來進行繪圖：

11.4.1 對對對數數數螺螺螺線線線 logarithmic Spiral

r = ae� cot � (11.9)

請參考四狗追趕問題試著繪製出動態示意圖：

http://episte.math.ntu.edu.tw/articles/sm/sm_20_09_1/index.html

WolframWorld 上有關對數螺線的說明

http://mathworld.wolfram.com/LogarithmicSpiral.html

11.4.2 Fatou 集集集

根據牛頓迭代法，我們知道

zn+1 = zn −
p(zn)

p′(zn)
, n = 0, 1, 2... (11.10)

其中 p(z) = a0z
n + a1z

n−1 + ... + an 。 若 z = a + bi ， 以牛頓迭代法求

p(z) = z2 − 1 之根可以發現我們可以將複數平面分為 分為兩區，z0 > 0 的部份會收

斂至 z = 1 的解， z0 < 0 的部份則會收斂至 z = −1 的解。

今天考慮 p(z) = z3 − 1 的狀況。根據 De Moivre’s 公式，我們知道此方程式的

根為 1, exp(2�i/3) 與 exp(4�i/3) 。很自然地我們會猜想 z0 的收斂至不同解的區域

會被這三個解在複數平面上的中分線所區隔。事實上，真正的情況比我們所想的還要

複雜。

利用牛頓迭代法，依序檢驗複數平面上 −1 ≤ x ≤ 1, − 1 ≤ y ≤ 1 的收斂結果：

zn+1 = zn −
z3
n − 1

3z2
n

= −1

3
z2
n + zn −

1

3zn
. (11.11)

Fig. 11.7 中藍色區塊代表收斂到 z = exp(2�i/3) ，綠色代表的是收斂到

z = exp(2�i/3) ，而紅色則代表的是 z = 1 ， 從圖上可以看出的收斂區間並不是簡

單的三等分圓。

11.4.3 Julia 集集集

Fatou 集是經過反覆迭代後會收斂至特定解的集合， Julia 集則恰恰相反，指的

是 z0 多次迭代後會發散的集合。Julia 集的的迭代公式為：

zn+1 = z2
n + c, (11.12)
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Figure 11.7: Fatou 集的視覺效果

其中 c 為某個複數，代入不同的 c 值，所得到的 Julia 集圖樣也大大不同。除

了範例採用的 c 值以外，你也可以試試其他的 c 。你可以從網路上找到別人寫好的

Julia Set Generator 來驗算自己的程式是否可以正常運作，如果能利用 Scilab 的

GUI 功能將你的 code 包裝成相仿的程式則可獲得額外的加分。

Julia Set Generator

http://www.lizardie.com/links/download/fractal-generator

11.4.4 Mandelbrot 集集集

Mandelbrot 集的概念與 Julia 集相仿，其定義為

M := {c ∈ C
∣∣ ∣c∣ ≤ s, ∣∣c2 + c

∣∣ ≤ s, ∣∣(c2 + c)2 + c
∣∣ ≤ s, ...} (11.13)

講義提供的範例是取 s = 2 進行繪製的 Mandelbrot 集。你當然也可以設定不同

的 s 來得到不同的圖樣，更進一步的說明可以參考 wikipedia 上 Mandelbrot Set 條

目的解說。

89



CHAPTER 11. 簡易科學數值運算: 函數繪圖 11.4. 實習報告

Figure 11.8: zn+1 = z2
n − 0.11 + 0.65i 的 Julia 集

11.4.5 tips

在繪製非線性映射圖形時，判別某點是否收斂的方式會深深影響模擬結果，迭代

迴圈的次數以及判定發散的邊界值可能需要一點 trail & error 才能試出比較好的模擬

圖。也因此每個人得到的圖形會根據他所採用的參數而在細節上有所不同。
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Figure 11.9: zn+1 = z2
n − 0.48 + 0.53i的 Julia 集

Figure 11.10: zn+1z
2
n + i 的 Julia 集
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Figure 11.11: z2 + 1.25 的 Julia 集

Figure 11.12: Mandelbrot 集

92



Appendices

93



Appendix A

補補補充充充教教教材材材

A.1 有有有限限限差差差分分分法法法 Finite difference method

有限差分法是一種將微分方程離散化，讓求解過程轉換為計算其係數矩陣之特徵

值 （eigenvalue）與特徵向量（eigenvector）。以現在電腦的計算能力而言，在取樣

點不多的情況下（小於一千），這類計算通常不到一秒的時間就完成。以下將以一維

定態量子問題作為有限差分法的範例。

A.1.1 1D Time-independent Schrödinger Equation

[
− ℏ2

2m2
∇2 + V (z)

]
�(r) = E�(r) (A.1)

分離變數，波函數可以表達成

�(r) =
1√
A
ei(kxx+kyy)�n(z) (A.2)

代入 Schrödinger 方程式 eq. (A.1)

[
ℏ2

2m∥
(k2
x + k2

y) +
ℏ2

2mz

∂2

∂z2
+ V (z)

]
�n(z) = ET�n(z) (A.3)

將 mz 當成常數，設 a = −2ℏ2/mz ， En = ET − ℏ2(k2
x + k2

y)/2m∥ 可以得到

[
a
∂2

∂z2
+ V (z)

]
�n(z) = En�n(z) (A.4)
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APPENDIX A. 補充教材A.1. 有限差分法 FINITE DIFFERENCE METHOD

利用差分 ∂2�i/∂z
2 = (�i+1− 2�i +�i−1)/(Δz)2 將上述為微分方程化成一系列

的代數式，

a(−2�1 + �2)

(Δz)2
+ V1�1 = E�1

a(�1 − 2�2 + �1)

(Δz)2
+ V2�2 = E�2

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
a(�N−2 − 2�N−1 + �N )

(Δz)2
+ VN−1�N = E�N−1

a(1�N−1 − 2�N )

(Δz)2
+ VN�N = E�N (A.5)

取 a′ = a/(Δz)2 ，將上式改寫成矩陣的形式：

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−2a′ + V1 a′ 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 0

a′ −2a′ + V2 a′ 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0

0
. . .

. . .
. . .

...

...
. . .

. . .
. . . 0

0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 a′ −2a′ + VN−1 a′

0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 a′ −2a′ + VN

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

�1

�2

...

�N−1

�N

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= E

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

�1

�2

...

�N−1

�N

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

利用 Scilab 的 spec 指令可以很快地解出此矩陣的特徵值與特徵向量，換言之系

統的能階與波函數的在 z 軸上的變化也可以求出。我們可以設定任意形狀（越平滑利

用有限差分求出的解越好）的位能項 v(z) 來模擬該情況下波函數的行為。利用電腦

計算不規則 位能分佈下的波函數比起求出解析解來得容易許多。

A.1.2 一一一維維維量量量子子子井井井結結結構構構

我們取 GaAs 材料中 10 nm 的方形有限位能井來進行模擬， V0 = 0.3 eV 。在

之後的程式碼裡，以事先選取適當的單位來減低運算的複雜度，可以自由更動模擬的

間距以及總區間。至於質量項則考慮成 z 之函數，利用
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1

mz(z)

∂2�

∂z2

∣∣∣∣
zi

≃ ∂

∂z

[
1

mz(z)

∂

∂z
�

]
=

1

Δz

(
1

mz(z)

∂�

∂z

∣∣∣∣
zi+1

− 1

mz(z)

∂�

∂z

∣∣∣∣
zi

+
1

mz(z)

∂�

∂z

∣∣∣∣
zi

− 1

mz(z)

∂�

∂z

∣∣∣∣
zi−1

)

=
1

2(Δz)2

⎧⎨⎩

+

(
1

mz(zi + 1)
+

1

mz(zi)

)
�(zi + 1)

−
(

1

mz(zi + 1)
+

2

mz(zi)
+

1

mz(zi − 1)

)
�(zi)

+

(
1

mz(zi)
+

1

mz(zi − 1)

)
�(zi − 1)

(A.6)

其中假設了 1/mz(zi) 的微分乘上 ∂�/z 遠小於 ∂2�/z2 ；四項中的頭兩項採用

後向差分 ∂�(zi)/∂z = (�(zi)−�(zi− 1))/Δz ，後兩項採用前向差分 ∂�(zi)/∂z =

(�(zi+1) − �(zi))/Δz 。當然，取 mz 為常數以後仍然可以得到上一節 eq. (A.5)

的結果。程式碼中預留了將 mz 擴充為函數的空間，設為 GaAs 的 effective mass

meff = 0.086 me 進行模擬。

A.1.3 Scilab code

運運運算算算部部部份份份

clear;

//[a(z)z’’+v(z)]*phi(z)=En*phi(z)

// constant table

mass_e=0.067*9.10938188; //electron mass 10ˆ-31 kg

hbar1=6.58211899; //10ˆ-16 eV sec

hbar2=1.054571628; //10ˆ-34 J sec

// simulation parameter

zsize=20; // total simulation range

zsize_order=-9; // zsize = 10ˆorder m ; -9->nm

fdsize=1; // delta z

fdsize_order=-10; // astrom

total_steps=zsize*10ˆ(zsize_order-fdsize_order); // simulation index

z=1:total_steps+2;//simu index

// potential wall config
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barrier=0.3; // eV

vwall_lngth=10; //nm

vwall=barrier*ones(1,total_steps);

vwall_step=vwall_lngth*10ˆ(zsize_order-fdsize_order);

for i=total_steps/2+1-vwall_step/2:total_steps/2+1+vwall_step/2,

vwall(i)=0;

end;

// mass function ->treat as constant

function [eff_mass]=mass(m0,z),

eff_mass=m0;

endfunction

// 3 point FDM Matrix element assignment

function [coef_3fdm]=fdmnode3(z),

coef_3fdm=-1/mass(mass_e,z+1)-1/mass(mass_e,z);

endfunction

function [coef_3fdm]=fdmnode2(z),

coef_3fdm=1/mass(mass_e,z+1)+2/mass(mass_e,z)+1/mass(mass_e,z-1);

endfunction

function [coef_3fdm]=fdmnode1(z),

coef_3fdm=-1/mass(mass_e,z)-1/mass(mass_e,z-1);

endfunction

// forming Matrix

H_fdw_pre=zeros(total_steps,total_steps);

for i=1:total_steps,

H_fdw_pre(i,i)=fdmnode1(z(i));

H_fdw_pre(i,i+1)=fdmnode2(z(i));

H_fdw_pre(i,i+2)=fdmnode3(z(i));

end;
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H_fdw=H_fdw_pre(:,2:total_steps+1);

for i=1:total_steps, //add potential term

H_fdw(i,i)=H_fdw(i,i)+vwall(i)/cst_a;

end;

// compute eigenvalue&eigenvector

tic

[vecz engylvl]=spec(H_fdw);

toc

// correct the eigenvalue with cst_a

energy=zeros(1,total_steps);

for i=1:total_steps,

energy(i)=engylvl(i,i)*cst_a;

end;

解解解析析析解解解

若位能井寬度為 a ， 則波函數於 −a/2 < z < a/2 時

when n is

⎧⎨⎩ odd,

even,
�(z) ∝

⎧⎨⎩ cos kz

sin kz
(A.7)

其中

k =

√
2mEn
ℏ2

, En =
ℏ2�2

2ma2
n2 (A.8)

// analytic solution

cst_k=2*mass_e/(hbar1*hbar2)*10ˆ(-1) //1/(10ˆ-10*astrom*eV)

z_barrier = -vwall_lngth/2*10:vwall_lngth/2*10; //astrom

phi_analytic=zeros(1,zsize);

for i=1:3; //first three level

k_binding(i)=sqrt(cst_k*(energy(i)));//

if modulo(i,2) then
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phi_b(i,:)=cos(k_binding(i)*z_barrier);

else

phi_b(i,:)=sin(k_binding(i)*z_barrier);

end;

end;

繪繪繪圖圖圖與與與模模模擬擬擬結結結果果果

將解析解與模擬結果相比對，在同一張圖中繪出三個 bound state 的波函數。

subplot(121)

for i=1:3

plot(z_scale,vecz(:,i)/max(vecz(:,i))*0.1+energy(i),’o’);

plot((-zsize/2):(zsize/2),energy(i)*ones(1,zsize+1),’r’)

end;

for i=1:3,

plot(z_barrier/10,phi_b(i,:)*0.1+energy(i),’g’);

end;

plot(z_scale,vwall);

xtitle(’Three Bound State’,’nm’,’eV’);

subplot(122)

plot(0.3*ones(1,5));

plot(energy(1:5),’*’);

xtitle(’EigenValue’,’n’,’eV’);

A.1.4 思思思考考考問問問題題題

1. 如果要用來模擬週期性結構，矩陣要如何修改？

2. 使用更高階的 FWM 進行計算：

∂2�i
∂z2

=
−�i−2 + 16�i−1 − 30�i + 16�i+1 − �i+2

12(Δz)2
(A.9)
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Figure A.1: 以 Δz = 1Å 進行模擬

Figure A.2: 以 Δz = 1 nm 進行模擬
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3. 模擬不同的 potential well，比方說 Harmonic，pöschl-Teller或是Morse po-

tential，請參考 Supplementary Notes on General Physics,Jyhpyng Wang

內 Bound States in Quantum Models 之章節。

4. 針對 tridiagonal Matrix 的性質自行撰寫一個計算特徵值與特徵向量的子程

式。

A.2 四四四階階階 Runge-Kutta 法法法的的的證證證明明明

A.2.1 推推推導導導過過過程程程

參考《數值方法與程式》林聰悟 、林佳慧一書中第十二章有關常微分方程

數值解法分析，利用泰勒展開式即可導出 Runge-Kutta 法之係數。假設足碼代

表偏微分，ft = ∂f/∂t，fyy = ∂2f/∂y2 ， 全微分（對 t）以 f ′ 表示。已知

dy/dt = f(t, y) ，

yi+1 = yi + ℎfi + ℎ2 f
′

2!
+ ℎ3 f

′′

3!
+ ℎ4f ′′4! +O(ℎ5) (A.10)

其中

f ′ = ft + ffy

f ′′ = ftt + 2ffty + f2fyy + ftfy + ff2
y

f ′′′ = (fttt + 3fftty + 3f2ftyy + f3fyyy) + fy(ftt + 2ffty + ffyy)

+ 3(ftf ty + ffyfty + fftfyy + f2fyfyy) + (ftf
2
y + ff

3
y) (A.11)

我們將使用 yi+1 = yi + ℎ(0fi + 1f
a
j + 2f

b
j + 3f

c
j ) 來計算下個 step 的函數

值 ，其中

fi = f(ti, yi)

fai = f(ti + �1ℎ, yi + �1fiℎ)

f bi = f(ti + �2ℎ, yi + �2fiℎ+ �3f
a
i ℎ)

f ci = f(ti + �3ℎ, yi + �4fiℎ+ �5f
a
i ℎ+ �6f

b
i ℎ) (A.12)

我們同樣可以將 fai , f
b
i , f

c
i 展開成泰勒級數，取四階近次似後再代回 Eq. (A.10)

，透過比較係數找出適合的未定係數 �i,j 與 j 之值。
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fai = fa(0) + ℎfa′(0) + ℎ2 f
a′′(0)

2!
+ ℎ3 f

a′′′(0)

3!
+ o(ℎ4)

fa(0) = f

fa′(0) = �1ft +1 ffy

fa′′(0) = �2
1ftt + 2�1�1ffty + �2

1f
2fyy

fa′′′(0) = �3
1fttt + 3�2

1�1fftty + 3�1�
2
1f

2ftyy + �3
1f

3fyyy (A.13)

f bi 與 f cj 類推。比較包含未定係數的計算式與其泰勒展開式同階次的係數，可以

得到 11 條等式。由於總共只有 9 個變數，四階精度的 Rouge-Kutta 法有多種係數

組合可選擇。

�1 = �1

�2 = �2 + �3

�3 = �4 + �5 + �6

f : 1 = 01 + 2 + 3

ft + ffy :
1

2
= 1�1 + 2�2 + 3�3

ftt+ 2ffty + f2fyy :
1

3
= 1�

2
1 + 2�

2
2 + 3�

2
3

fttt + 3fff tty + 3f2ftyy + f3fyyy :
1

4
= 2�1�3 + 3(�1�5 + �25)

fy(ftt + 2ffty + f2)fyy :
1

12
= 2�

2
1�3 + 3(�2

1�5 + �2
25)

fty(ft + ffy) + fyy(fft + f2fy) :
1

8
= 2�1�1�3 + 3�3(�1�5 + �25)

ftf
2
y + ff3

y :
1

24
= 3�1�3�6

(A.14)

A.2.2 思思思考考考問問問題題題

1. 試著自己推導出完整的計算過程

2. 試著推導五階 Runge-Kutta 法的係數
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Figure A.3: 常用係數組合
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